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Zur Berechnung von Massenwerten skalarer Mesonen
in der nichtlinearen Spinortheorie
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In der nichtlinearen Spinortheorie mit Heisensercscher nichtkanonischer Quantisierung fiihrt die
zweite Naherung zur Berechnung von Mesonenmassen auf eine Integralgleichung fiir das Matrix-
element (0| T vy,(2) v,*(y)|a) (§ 1). Die Gleichung wird im Schwerpunktssystem nach einer Spin-
Isospinalgebra ausreduziert (§ 2) und als Losungsverfahren die Frepmorm-Theorie spinorieller
Integralgleichungen verwendet (§ 3). Zur Vereinfachung des Losungsverfahrens wird der in der
Integralgleichung auftretende Propagator mit Geistern endlicher Ruhemasse regularisiert (§ 4) und
zur Klassifizierung der Losungen eine gruppentheoretische Analyse der Wellenfunktionen vorgenom-
men (§ 5). Das Eigenwertproblem kann fiir die Spin-Null-Teilchen ndherungsweise gelist werden

(§ 6) und ergibt die Massen fiir das - und 7-Meson in Abhéngigkeit von der Geistermasse.

In der nichtlinearen Spinortheorie mit HEISEN-
BERGscher nichtkanonischer Quantisierung wurden
bisher Bosonenmassen nur in niedrigster Tamm—
Dancorp-Ndherung berechnet!. Diese besteht in
einer einmaligen Iteration der zu den Bosonen ge-
horigen Zweipunktfunktionen mittels der Feldglei-
chung und nachfolgender Kontraktion, wobei alle
hoheren ¢-Funktionen Null gesetzt werden. Die da-
bei entstehenden Gleichungen ergeben nach Abspal-
tung der Schwerpunktskoordinate ein Eigenwertpro-
blem fiir /2, welches nur noch vom Wert der Wellen-
funktion am Ursprung abhangt. Der Masseneigen-
wert ist in dieser Ndherung daher von den inneren
Koordinaten, d.h. von der Struktur der Teilchen
unabhéngig. Dies stellt eine sehr grobe Approxima-
tion dar, und gestattet deshalb auch nur die Massen-
berechnung von skalaren Mesonen, nicht aber von
Vektormesonen. Um diesen unphysikalischen Zug zu
beseitigen, d. h. um eine Strukturabhédngigkeit der
Massenwerte einzufithren, mufl man die nachst-
hohere Naherung untersuchen. Sie besteht in einer
Zweifach-Iteration der betreffenden Matrixelemente
mittels der Feldgleichung, nachfolgender Kontrak-
tion und Nullsetzen aller hoheren ¢-Funktionen.
Man erhélt dann auf jeden Fall in den inneren Ko-
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Diese Theorie ist das einzige Verfahren, welches beim
Zweiteilchenproblem die simultane Berechnung von Streu-
und Bindungszustdnden ermoglicht, und damit fiir diesen
Fall das Hrisexseresche S-Matrix-Programm verwirklicht.
AuBerdem gestattet die FrepnoLm-Theorie fiir die Streu-
amplitude die Ableitung von Dispersionsrelationen und

[

ordinaten nichtlokale Gleichungen fiir die Wellen-
funktionen, die den engen Zusammenhang zwischen
innerer Struktur und Teilchenmasse herstellen, und
auch eine Berechnung von Vektormesonenmassen
und -zustdnden ermoglichen.

Die Ausfihrung der doppelten Iterationen ist je-
doch nicht eindeutig festgelegt. Es gibt vielmehr ver-
schiedene Iterationsmoglichkeiten, welche nach der
Kontraktion auf verschiedene, nicht vollstindig mit-
einander konsistente Integralgleichungen fiihren.
Man kann aber durch die Graphen-Interpretation
der Integralgleichungen aus physikalischen Griinden
eine gewisse Auswahl treffen.

Hat man sich einmal auf bestimmte Graphen fest-
gelegt, so verbleibt als wesentlichstes Problem die
Integration der die ,erlaubten” Graphen beschrei-
benden Integralgleichung. Da die spinoriellen bzw.
tensoriellen Kerne derartiger Integralgleichungen zu-
folge der nichtkanonischen Quantisierung zumindest
nach einer endlichen Anzahl von Faltungen quadrat-
integrabel sind. so bietet sich die FrepnoLm-Theorie
zur Losung des Problems an 2. Diese Theorie wurde
von Mirrer und Stumpr? vom skalaren Fall auf
Lorentz-kovariante tensorielle bzw. spinorielle Glei-
chungen verallgemeinert, und kann somit unmittel-
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bar auf die Tamm—Dancorr-Gleichungen der nicht-
linearen Spinortheorie angewandt werden. Im nach-
folgenden wird zunichst der spezielle Fall der Be-
rechnung von Masseneigenwerten fiir Spin-Null-Me-
sonen studiert. Mittels der FrepnoLM-Theorie ergibt
sich dann unter Verwendung gruppentheoretischer
Argumente jeweils eine algebraische Gleichung fiir
die 7- und 7-Mesonenzustinde, die zur Berechnung
von J? benutzt werden kann. Auf Grund der fiir die
spinorielle FrepnoLm-Theorie erbrachten Konver-
genzbeweise kann die Eigenwertgleichung nahe-
rungsweise ausgewertet werden. Sie enthalt jedoch
fir einen mit Geistern der Ruhemasse Null regulari-
sierten Propagator bereits in der ersten Ndherung
eine komplizierte Integralfaltung. Um diese Schwie-
rigkeit zu umgehen, benutzen wir zur ersten Orien-
tierung eine Regularisierung mit Geistern, deren
Ruhemasse ungleich Null istY. Wir demonstrieren
das Verfahren an einer einfachsten Graphenauswahl,
niamlich einem Kontaktgraphen und einem nicht-

lokalen Graphen. Das Verfahren kann unschwer auf
kompliziertere Graphenkombinationen ausgedehnt
werden. In dieser Arbeit aber beschrinken wir uns
auf die Diskussion des einfachsten Falles. Ebenso
bleibt die Diskussion der Vektormesonen einer wei-
teren Arbeit vorbehalten.

§ 1. Graphenauswahl

Als Ausgangspunkt der Rechnung verwenden wir
die nichtlineare Spinorgleichung in der nichtverdop-
pelten Dirrschen Darstellung®. Der Feldoperator
ist dann sowohl im Spin- als auch im Isospinraum
ein Zweierspinor, d. h. also ein Spin-Isospinor zwei-
ter Stufe mit insgesamt vier Operator-Komponenten.
Setzen wir zur Abkiirzung

O = Oy L, (1)
und Ya(r) = Y40, (), wobei die zweiten Indizes
die Isospinfreiheitsgrade kennzeichnen sollen, so
lautet die Feldgleichung

Ya(z) =B [ 3%/ [G(x—2") 0] * 00 w8(2) ¥ (2) ys (29, (2)

wobei die Green-Funktion durch
. 1 H

C)=- 5o [ dpeirs 2 (3)
definiert ist. In bezug auf die Definition der Metrik
usw. verweisen wir auf die Dirrsche Arbeitb. Da
bei nichtkanonischer Quantisierung im HEisexBErG-
Sinne der Antikommutator am Lichtkegel faktisch als
Null angesehen wird, ist die Verwendung der Inte-
gralgleichung (2) zur Ausfithrung von Iterations-
prozessen an zeitgeordneten Matrixelementen der
Anwendung der zu (2) gehorigen Differentialglei-
chung vollig &dquivalent?. Die Integraldarstellung
(2) der nichtlinearen Spinorgleichung ist fiir uns
insofern zweckmaBig, als wir alle nachfolgenden Un-
tersuchungen mit Hilfe der Integralgleichungstheorie
ausfihren werden.

Das Matrixelement zur Bestimmung der Mesonen-
zustdnde mul} eine Zweipunktfunktion sein, da nur
mit ihr Spin Null- und 1-Zustéinde beschrieben wer-
den konnen. Es lautet

(0| T ya(z) y5 (y)] @) = Ta(;tl;;y) , (4)

4 Ein solches Verfahren wurde bereits auch bei der Berech-
nung von Nukleonzustinden angewandt. Siehe Arir-Uz-
Zamax, Z. Naturforschg. 16 a, 225 [1961].

5 H. P. Dirr, Z. Naturforschg. 16 a, 327 [1961].

6 loc. cit. °.

wobei 1* der zu vy adjungierte Feldoperator ist. Den
Zustandsindex a an der 7-Funktion lassen wir im
weiteren der Einfachheit halber weg.

Iteriert man in (4) zunachst w.(x) mittels der
Feldgleichung (2) und in der daraus resultierenden
Gleichung sodann v, (z") mittels der zu (2) adjun-
gierten Feldgleichung, so entsteht unter sinngemafer
Verallgemeinerung der Definition der 7-Funktion
fur hohere Variablenzahlen die Beziehung

t(x|y) =1 [ d% A% [G(z —2') 0'#] 45020 (5)

‘[0 G(z' —2")] - 0’;” T(:;" :g’ z”’ ] 2z y).
Nun wenden wir auf (5) die neue Tamm—Dancorr-
Methode an. Wir setzen diese Methode als bekannt
voraus und schildern nur kurz ihre Anwendung auf
(5). Wir entwickeln zunéchst die Sechspunkt-z-Funk-
tion der rechten Seite von (5) formal nach der Wick-
Regel, indem wir mittels der Zweipunktfunktion
(0|Tw(z) v*(z')|0) alle Vakuum-Zweierkontrak-
tionen herausziehen. Bei einer im HeisenBERG-Sinne
selbstkonsistent nichtkanonisch quantisierten Theo-

7 Das gilt allerdings nur fiir Bindungsprobleme. Fiir Streu-
probleme mufl man entweder mit der Differentialgleichung
selbst rechnen, oder zu (2) ein inhomogenes Glied hinzu-
fiigen.
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rie sollte die Zweipunktfunktion regularisiert sein.
Eine strenge, aus selbstkonsistenter Rechnung stam.
mende Kontraktionsfunktion ist gegenwirtig noch
nicht bekannt. Im Rahmen der Heisensereschen
Theorie wird die Zweipunktfunktion in nullter Na-
herung durch
— izt ipz oup”
F@=— o fd4pe R )
(6)
dargestellt, mit 2 =z — z" und # als Nukleonenmasse.
(6) hat am Lichtkegel nurmehr eine logarithmische
Singularitdt, die J-Funktion ist durch die Geister-
beimischungen beseitigt.

Die Wick-Entwicklung der Sechspunkt-z-Funktion
mit der Kontraktionsfunktion (6) kann allgemein
als eine Transformation vom 7-Funktionensystem
auf ein neues Funktionensystem, das ¢-System, in-
terpretiert werden. Setzt man nun im Sinne der
Tamm—Dancorr-Approximation in dieser Transfor-
mation alle hoheren ¢-Funktionen gleich Null und
behalt nur die niedrigste -Funktion

(z|y)=p(z|y) (7)

bei, so erhdlt man aus (5) eine Integralgleichung
fir ¢ (x|y) mit 10 Termen. In der Grapheninter-
pretation dieser Terme sind zwei davon Selbstener-
giegraphen fiir das Nukleon, die restlichen acht
Terme dagegen zerfallen in zwei Typen, einen lo-
kalen und einen nichtlokalen Graph. Die Selbst-
energiegraphen unterdriicken wir im folgenden 8.
Dann verbleiben in der aus (5) resultierenden In-
tegralgleichung nurmehr die Wechselwirkungsgra-
phen. Diese kann man auf zwei Terme reduzieren,
wenn man ¢ (z|y) sogleich auf einer Isopinalgebra
aufspannt. Es muf} eine Entwicklung der Art

9 (@]Y) = T ¢ (2] 9) (8)

%

mit 7%= ] im Isospin-Raum gelten, da die 7-Matri-
zen eine Algebra bilden. Setzt man (8) in die In-
tegralgleichung ein, so ergibt sich zufolge der ein-
fachen Isospinkopplung in (2), da} eine Separation
der ,zeitlichen“ (Isospin Null) und der ,,rdumli-
chen* (Isospin 1) Komponenten von ¢*(z|y) ein-
tritt, welche auf die Integralgleichungen

eW(z|y) = —1 % A% {(CD G (v —2') 6* F (2’ —y) Splo’ G(z” —2') 6.F (&' —x”")] Splo» p¥ (27| 27) ]
+ (&) G(x—2) o*F(' —2") @F (2"’ —y) Splo. G (2" — ) 0. ¥ (2 |27) ]} (9)

fithrt. Der Einfachheit halber wurden beide Glei-
chungen in einer zusammengefafit, da sie sich nur in
den Konstanten unterscheiden. In den Klammern
sind die oberen Zahlen der zeitlichen Komponente,
die unteren den rdumlichen Komponenten zugeord-
net. Da (9) nur noch die Spinfreiheitsgrade enthalt,
wurde die Indizierung génzlich unterdriickt. Die
Multiplikation ist dann in der angegebenen Reihen-
folge auszufiithren. Die Reduktion der zunichst auf-
tretenden 8 Terme auf die in (9) angeschriebenen
2 Terme wird mittels der Fierz-Relation vorgenom-
men.

In (9) sind die beiden Graphentypen sofort er-
kennbar: der mit ¢ (2" |2”) verkniipfte Integralaus-
druck ist ein nichtlokaler Graph, der mit ¢ (2| 2”)
verkniipfte Integralausdruck der lokale Graph. Diese
beiden Typen sind nétig, um neben Spin-Null-Teil-

8 Die Selbstenergiegraphen bewirken fiir weite rdaumliche
Abstinde von z und y einen Anzug der Greex-Funktion
von der Masse Null auf eine endliche Masse (die Nukleo-
nenmasse). Der Ubergang zu Greex-Funktionen mit einer
Masse ungleich Null bewirkt eine Konvergenzverbesserung
der Integrale am Lichtkegel, kann jedoch bei formaler Be-

chen auch die Spin-1-Teilchen zu behandeln. Es wird
sich in der nachfolgenden Untersuchung herausstel-
len, da} diese beiden Graphen auch noch eine be-
sonders einfache Struktur besitzen. Wie schon in der
Einleitung erwihnt, ist dies der Grund fiir die spe-
zielle Wahl der Iteration (5). Selbstverstandlich
miissen spéter auch andere Iterationskombinationen
untersucht werden. Zunachst aber begniigen wir uns
mit diesem einfachsten Modell, das bereits alle fiir
eine Bindung notigen Elemente enthalt.

§ 2. Ausreduktion des Eigenwertproblems

Die zur Ableitung des Eigenwertproblems an (9)
vorzunehmenden Operationen sind rein algebraischer
Natur, so dall wir, wie schon in § 1, alle Zwischen-
rechnungen unterdriicken kénnen und nur die we-
sentlichen Formeln explizit anzugeben brauchen.

riicksichtigung in der Integralgleichung nur numerisch aus-
gewertet werden. Da wir alle folgenden Rechnungen mit
geschlossen integrierbaren Intregralausdriicken vornehmen
wollen, unterdriicken wir zundchst die Selbstenergiegra-
phen.
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Als ersten Schritt filhren wir Schwerpunktskoordi-
naten durch den Ansatz

P (x| y) = Qo (2) €7D (10)
[+ 4 x

ein, wobei J der Schwerpunktsimpuls und z=2—y

die Relativkoordinate ist, d. h. also jene Koordinate,

welche die innere Struktur des Teilchens beschreibt.
Sodann transformieren wir das System (9) in

den Impulsraum durch

1
zm.
und verstehen unter G(p) und F(p) die Fourier-
Transformierten von (3) und (6). Aus dem so
transformierten System (9) laft sich die Schwer-
punktsabhéngigkeit abspalten, so dal} allein je ein
Gleichungssystem fiir ¢°(p) und ¢*(p) entsteht.
Diese Gleichungssysteme sind bereits Eigenwertpro-
bleme, da in ihnen der unbekannte Viererimpuls /
vorkommt. Jedoch sind die so erzeugten Eigenwert-
probleme von viel allgemeinerem Typus als die kon-
ventionell bekannten Sdkularprobleme: In den Glei-
chungen tritt J nicht linear. sondern in einer kom-
plizierten funktionalen Form auf. Auf die Eigenart
derartiger verallgemeinerter Eigenwertprobleme ge-

Gln(2) = [dpeirp) (11)

14

®E’7k)(P) =7 2o

hen wir in § 3 noch genauer ein. Bevor wir jedoch
hier die Fourier-transformierten Gleichungen an-
schreiben, soll noch ein weiterer Reduktionsschritt
vorgenommen werden. Wir spannen auch im Raum
der Spinfreiheitsgrade die Funktionen ¢*(p), G(p)
und F(p) auf einer PauLi-Algebra auf. Dies ist im-
mer moglich, da alle drei Funktionen zweistufige
Spinoren sind. Wir setzen daher

@3 (p) = 05 D1 (p) (12)

und

G(p) = —d.p“g(p). F(p)=—idG.p“f(p). (13)

wobei in G(p) und F(p) die Isospineinheit durch
den Ubergang zu (9) schon eliminiert ist. Das heift,
die Darstellung (13) bezieht sich allein auf den Spin-
raum. Nach (3) und (6) mul}

g(p)=1/(p*—i?), (14)
o) =24/ (p2—i8)® (p2+s2—i0)] (15)

sein. Geht man mit (12) bis (15) in das Fourigr-
transformierte Eigenwertproblem ein und rechnet
mittels der o-Algebra die o-Produkte aus, so entsteht

aus (9) und aus (10) schlieBlich

Rrvg(p+ $)a(p—$D)glp+ 41 flp— %))
1G9 Rer i, My (D) [ W (g) dig+ (85) [ Me(p—q) DP(q) d*q].

(16)

Hierbei beziehen sich die oberen Zahlen in den Klamern auf die zeitliche Isospinkomponente von ®s(p),
die unteren Zahlen auf die raumlichen Komponenten. Es wurden folgende Abkiirzungen benutzt:

Rz‘uxﬂ E(“ifa‘“x/}'

_gaugxﬁ+g1xgyﬂ _g/txgzﬂ)

(17)

: _ [ #4(r—qf2), (r+q/2); - d4r=N, %9 9% LN, o, 1
ovie Mal9)= [ e g it = N e (09)
. a%i x? 2 3 2
il N1§—76l”;"[(1_ x) t+zln|z| + (\_I‘*‘_v"iz)]n l+xl] (19)
und Ny =— ’;ziyf ,(1+ i)+(3+x)ln]xf~ (lj:gﬂsln!l-kx} , (20)

wobei r = g%/x® ist.

Mit (16) hat das Problem eine Form angenom-
men, in der es einer Behandlung mittels der Inte-
gralgleichungstheorie zugéngig ist. Wir erldutern im
nichsten Paragraphen daher zunichst das Losungs-
verfahren.

§ 3. Das Losungsverfahren

Unter Beriicksichtigung der Formeln (14) bis
(20) sind die Gln. (16) wohldefinierte Integral-

gleichungssysteme mit tensoriellen Kernen gegen-
iiber Lorentz-Transformationen. Bei der Bestim-
mung der Eigenwerte /2 handelt es sich allerdings
nicht um konventionelle Eigenwertprobleme, da J?,
wie schon erwihnt, in einer viel komplizierteren
Form in die Integralgleichung eingeht, als dies bei
linearen Eigenwertproblemen der Fall ist. Um ein
so verallgemeinertes Eigenwertproblem zu l6sen,
muf man sich der Methode der Kopplungskonstan-
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ten bedienen °. Man betrachtet dazu zunéchst das in-
homogene tensorielle Integralgleichungssystem

®“(p) =;'/K/Ql (P’ q7 ]) Q@(‘I) d4‘1+lu(P) ] (21)

das fir A=1 und x.(p) =0 in das homogene Sy-
stem (16) iibergeht, wenn man den Kern K¢ (p, ¢, J)
mit den in (16) auftretenden Kernen identifiziert.
Nun untersucht man zunichst die Losungsmannig-
faltigkeit von (21) bei fixiertem (aber willkiirlichem)
J? und variablem 4. Nach Mrrter und Stumer kann
ein solches System mittels der FrReproLM-Theorie ge-
16st werden, wenn die Bedingung

J K8 (p,q.]) K& (p,g.]) d*pdig<C

erfiillt ist, wobei C eine endliche Konstante sein soll.

Wir nehmen fir das Folgende an, daf} eine der-
artige tensorielle Quadratintegrabilitat des Kerns
fir alle endlichen J vorliegt. Dann kann der Lo-
sungsvektor von (21) durch

D.(p) = [ R (p, g, 2. 1) 1.(q) d*q (23)

dargestellt werden, wobei die Resolvente R durch

den Ausdruck
R(I)z(P,‘Ia;~-])5Dﬁ(P:q;LJ)[D(/:s])]_l (24‘)

definiert ist. Die Funktionen D%(p,q,4,J) und
D(2,]) werden durch tensorielle FrREpHOLMsche Rei-
hen dargestellt, welche nach Mirter und StumpF in
der gesamten /-Ebene absolut konvergent sind. Das
heiflt, bei der Frepnorm-Darstellung (23) handelt
es sich nicht um eine storungstheoretische Entwick-
lung. Vielmehr ist die FrRepnoLM-Theorie eine Theo-
rie der starken Kopplung, welche asymptotisch fir
kleine 2 in die storungstheoretische Entwicklung
(Neumannsche Reihe) tibergeht. Aus dieser Theorie
konnen simultan sowohl die inhomogenen L&sun-
gen, d. h. Streuzustinde und Kopplungskonstanten,
als auch die homogenen Losungen, d. h. Bindungs-
zustande und Eigenwerte von (21) bestimmt wer-
den. Wir interessieren uns hier fir die Bindungs-
zustédnde.

(22)

Ein Bindungszustand, und damit eine Losung der
zu (21) gehorigen homogenen Gleichung liegt vor,
wenn fiir 2 =/4q

D(Ja.]) =0 (25)

gilt, d. h. wenn die Resolvente (24) an der Stelle Zq
einen Pol hat. Zur Eigenwertbestimmung mittels der

9 Diese Methode wird bei der Umwandlung von ScHRODINGER-
Problemen in Integralgleichungen benutzt. Man vergleiche
z. B. fiir die nichtrelativistische Potentialstreuung N. N.
Knurri, Phys. Rev. 107, 1148 [1957].

Gl. (25) setzen wir fiir D(4,J) die fiir alle 2 kon-
vergente FrepHoLM-Entwicklung

D(4,]) = §) d, (J?) (26)
0

n=

ein. Zur expliziten Bestimmung der d,(J?) vgl.
Anm. 3. Die Eigenwertbedingung (25) lautet dann
n=0
und ist fiir alle Eigenwerte 4 =4, erfiillt.

Nunmehr erinnern wir uns, dal wir eigentlich die
Eigenwerte von /2 fiir die homogene Gl. (21) mit
/. =1 berechnen wollen. Dazu wilzen wir die Eigen-
wertbedingung (27) von 4 auf J? iiber, indem wir
in (27) 2=1 setzen und den Parameter J> vari-
ieren. (27) geht dann in die Bedingung

X d, (%) =0 (28)
n=0
iiber. Da die Bedingung (22) fiir siamtliche end-
lichen Werte von J? bzw. J erfiillt sein soll, ist (26)
fiir alle endlichen Werte von J? bzw. J absolut und
gleichmiBig konvergent; d. h. die Funktion D (4, /)
stellt nicht nur in bezug auf Z, sondern auch in be-
zug auf J? eine ganze analytische Funktion dar.
Daher ist auch D (1, /) eine ganze analytische Funk-
tion, und (28) ist fiir gewisse J2-Werte J?=J4*
(f=1,2,...) erfiillbar. Die Resolvente (24) hat
dann genau an diesen Stellen einen Pol, und es ist
nurmehr die zu (21) zugeordnete homogene Glei-
chung losbar, was wir gerade erreichen wollten. Die
Werte J2=J4 (f=1,2,...) sind dann die Eigen-
werte des verallgemeinerten Eigenwertproblems (21).
Existiert als Untergruppe der Lorenrtz-Transfor-
mation eine Gruppe von Symmetrieformationen,
deren infinitesimale Operatoren O; mit dem Kern
der Integralgl. (21) vertauschbar sind, so ist mit
D, (z) auch O;D.(x) eine Losung zum gleichen
Eigenwert, wenn O; (s=1,...,1) der Satz der in-
finitesimalen Operatoren ist. Das heifit das Spek-
trum der Integralgl. (21) ist entartet. Jeder n-dimen-
sionalen Darstellung der Untergruppe ist dann ein
n-fach entarteter Eigenwert in 4 und damit auch in
J? zugeordnet. Methoden zur Behandlung von ent-
arteten Eigenwertspektren wurden im Rahmen der
skalaren FrepnoLm-Theorie bereits entwickelt 1 und

10 Siehe z. B. J. Hory, Partielle Differentialgleichungen, de
Gruyter & Co., Berlin-Leipzig 1929, S. 66.
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lassen sich ohne weiteres auch auf tensorielle Glei-
chungen des Typus (21) anwenden. Die Anwen-
dung dieser Methoden setzt jedoch voraus, dal man
die Eigenwerte der Sakulargleichung (27) bzw.
(28) exakt bestimmen kann. Eine Aussage iiber den
Symmetriecharakter bei ndherungsweiser Berech-
nung der Eigenwerte ist dagegen im allgemeinen
direkt mit (21) nicht moglich. Man muf} dazu viel-
mehr von vornherein eine Ausreduktion der Eigen-
funktionen nach Symmetrieklassen vornehmen. Dies
flihrt auf Integralgleichungssysteme, deren Kerne in
bezug auf die Untergruppe ausreduziert sind. Man
kann derartige ausreduzierte Systeme nach demsel-
ben Verfahren mittels der Frepnoim-Theorie be-
handeln wie das tensorielle System (21). Da man
fiir das System (16) das Sakularpolynom (28) nur
naherungsweise l6sen kann, muf} diese Methode ins-
besondere bei den Vektormesonen angewendet wer-
den. Fir die skalaren Mesonen dagegen, die wir
hier allein behandeln wollen, 148t sich ein einfache-
rer Weg angeben, bei welchem man auf die direkte
Ausreduktion verzichten kann.

§ 4. Regularisierung mit Geistern endlicher
Ruhemasse

Die Anwendung der im vorangehenden Paragra-
phen beschriebenen Frepnoum-Theorie hat zur Vor-
aussetzung, dall der Kern der vorgegebenen Inte-
gralgleichung die Ungleichung (22) erfiillt. Diese
Forderung ist so weit gefallit, daff ihr auch Kerne
geniigen konnen, welche am Ursprung bzw. im
Lorextz-Raum am Lichtkegel fiir die Relativkoordi-
nate |p—q| Singularititen aufweisen. Der Grad
der Singularitat muf} allerdings beschrinkt sein. In
einem Raum mit der Dimension n darf die Singu-
laritit den Grad r~"2 nicht iibersteigen, wenn
r = |p—q| bedeutet.

Bei hinreichendem Abfall fiir groBe r kann auch
ein solch singuldrer Kern der Ungleichung (22) ge-

11 Das Problem wird in der klassischen Integralgleichungs-
theorie vor allem an den Greex-Funktionen im Ortsraum
studiert. Diese weisen im Ry am Ursprung eine Singulari-
tat vom Grad —n/2 auf.

S. G. Mikuuin, Integral Equations, Pergamon Press, Lon-
don 1957.

Man muf} dazu fiir die GIn. (16) nur einen Ansatz der Form
Dy(p)=[gp+3J1) f(p—2 1)1 Dy(p)

verwenden und auf die @} (p) umschreiben. Der dabei ent-
stehende Kern hat dann sowohl in den p- als auch in den
g-Variablen einen Abfall von [g f]"2 und bei der Quadrie-

niigen. Allerdings kann man in diesem Fall dann
nicht mehr direkt mit der Integralgl. (21) rechnen,
sondern muf} zu einer einfach oder mehrfach iterier-
ten Gleichung tibergehen. Es kann namlich unter
den erwiahnten Einschriankungen fiir den Grad der
Singularitiat bewiesen werden, daf} die Kerne nach
einfacher oder mehrfacher Faltung ihre Singularita-
ten verlieren!!. Fiir diese einfach oder mehrfach
iterierten Integralgleichungen lassen sich dann die
Frepnorm-Reihen in der im vorangegangenen Para-
graphen angegebenen Weise konstruieren, und es
gilt der Satz, dal} jeder einfache Eigenwert der ite-
rierten Integralgleichung auch ein einfacher Eigen-
wert der urspriinglichen Gleichung ist !2. Betrachtet
man die Bedingung (22) vom physikalischen Stand-
punkt, d.h. tbersetzt man die nichtrelativistischen
und relativistischen Zweiteilchengleichungen in Inte-
gralgleichungen, so zeigt sich, dafl eine derartige Er-
weiterung der Theorie auf iterierte Integralgleichun-
gen aus zwei Griinden notwendig wird: Rechnet
man im Ortsraum, so werden die GrReex-Funktionen
in |x—y!| singulir, rechnet man im Impulsraum,
so kann das Fourier-transformierte Potential in
| p— g/ eine Singularitit aufweisen. Der zweite Fall
tritt ein, wenn das Potential im Ortsraum fir «
gegen Unendlich zu schwach gegen Null geht, z. B.
beim Couroms-Potential. Untersucht man unter die-
sem Gesichtspunkt speziell die Kerne der zur Lo-
sung vorgelegten Integralgln. (16), so sieht man,
dafl diese am Lichtkegel eine logarithmische Sin-
gularitit in |p—¢q| aufweisen, wogegen sie fiir
groBle p wie p~1%log | p — ¢| abfallen. Diese Eigen-
schaften reichen aus, um die Existenz der Unglei-
chung (22) sicherzustellen 13. Sie zwingen einen je-
doch zugleich, an Stelle der einfachen (21) zugeord-
neten homogenen Gleichung die iterierte homogene

Gleichung
D.(p) =22 [K (p,1) Kjy(r, q) D(q) d*rdiq (29)

zu verwenden, da nach einmaliger Iteration die
schwache logarithmische Singularitat verschwinden

rung nach (22) in jeder Variablen einzeln wie [g f], was
auf eine integrable Funktion fiihrt. Untersucht man die zu
diesem Kern gehorige FrepnoLm-Resolvente, so stellt man
fest, da3 durch die Transformation nur der Zihler, nicht
aber der Nenner beeinflut wird. Da der Nenner D (4, J)
das Sakularproblem definiert, so bedeutet dies, dafl die
Eigenwerte gegeniiber der angegebenen Transformation
invariant sind, was natiirlich zu erwarten ist. Solange man
daher nur die Eigenwerte sucht, kann man direkt von der
Gl. (16) ausgehen, ohne die angegebene Transformation
tatsdchlich auszufithren. Auf diesen Standpunkt stellen wir
uns im folgenden.
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muf}. Beim Komplikationsgrad der in (16) auftre-
tenden Kerne ist die exakte Faltung aber ein sehr
schwieriges Problem, das wir zur ersten Orientie-
rung umgehen wollen. Wir versuchen daher, an
Stelle der logarithmisch singuldren Kerne regulari-
sierte Kerne einzufiithren, die einen wohldefinierten
Wert am Lichtkegel annehmen. Zu diesem Zweck
miissen wir nur jenen Anteil von K% (p, ¢) unter-
suchen, der die Singularitat enthilt, und dies ist
M}(p—gq). Ubersetzt man die Integralgln. (16)
in den Ortsraum, so spielt die Fourier-Transfor-
mierte von M} die Rolle des Potentials, wogegen die

restlichen Anteile in K% (p, ¢) mit dem kinemati-

schen Verhalten der Teilchen zusammenhéngen. Da
das Verhalten fiir kleine Impulse die Asymptotik
x— oo im Ortsraum bestimmt, so folgt, daf} zu-
folge der logarithmischen Singularitat am Licht-
kegel im Impulsraum ein schwacher Abfall des Po-
tentials im Ortsraum vorliegt. Da die Fourier-Trans-
formierte von M} gleich dem Produkt G(z) F(z)
ist, so erhilt man einen Abfall wie |z |71. Dieser
Abfall ist im wesentlichen durch die Geister-Regu-
larisierung des Propagators bedingt. Nun ist die
Regularisierung von F(x) mit Geistern zur Ruhe-
masse Null nicht zwingend. Man kann auch Geister
mit endlicher Masse verwenden. In diesem Fall er-
hdlt man ein Yukawa-artiges Abklingen des Pro-
pagators, was sofort den Kern im Impulsraum am
Lichtkegel regularisiert. Sofern die Regularisie-
rungsmasse der Geister hinreichend klein ist, andert
sich nur das asymptotische Verhalten von F(x), wo-

bleibt. In den Impulsraum iibersetzt besagt dies: die
Regularisierung beseitigt nur die Singularitit am
Lichtkegel, wogegen die Impulsraum-Asymptotik
von M} ungeiindert bleibt. Da im Ortsraum ein hin-
reichend tief gelegener Bindungszustand nur vom
Verhalten des Potentials bei kleinem bzw. endlichem
r bestimmt wird, so folgt: Die Regularisierung mit
Geistern von kleiner aber endlicher Masse andert
praktisch nichts am Bindungszustand.

Da bei einer derartigen Regularisierung mit Gei-
stern endlicher Masse die in unterster Naherung
berechneten Eigenwerte jedoch noch etwas von die-
ser Masse abhiangen, wird man zweckmallig die
Regularisierungsmasse dadurch bestimmen, dal}
man sie an einem phidnomenologischen Wert eicht.
Beim vorliegenden Problem konnen wir dazu eine
der Mesonenmassen benutzen, d. h. wir konnen da-
nach nurmehr Massenverhiltnisse der Mesonen un-
tereinander berechnen, aber keine Absolutbestim-
mung in bezug auf die Nukleonenmase vorneh-
men 4. Bevor wir die Regularisierung durchfiihren,
soll jedoch nochmals darauf hingewiesen werden,
daB} kein prinzipieller Zwang dazu vorliegt, sondern
nur die Absicht, eine erste Orientierung moglichst
einfach durchzufiihren.

Setzt man fiir den Propagator in diesem Fall an
Stelle von (13) die Relation

F(p,m) = —i5.p“f(p, m) (30)
an, und regularisiert man mit einem Geist und

einem Dipolgeist der Ruhemasse m, so erhilt man

(x2_m2)2

gegen das Verhalten fiir alle endlichen x ungeéandert f(p,m)= (PPFmi—id) (pPx2—id) (31)
Das Integral (18) geht dabei in den Integralausdruck
- [  (P—m?)? (r—q/2); (r+q/2) 4. _ N 9 D
Maale: W= | (ramy—iol (6 a4 2 —i o) Lo—ayremimiay ST = V155 +hegn (32)
. . i 72 1
iiber mit Ny(gm)= "T o {;27, (1—9)(2—40—2) — 2% (2+32—2% In|1 42|
+l [292(3-20) +30(2-9) z—2*] In| P+ (33)
~ P [29(3-29) +3(2—9) 2] mﬂ}
i 72 1 1
und Ny(g,m)= 252 {_7 (1= (A-29+2(+ 5 (1+2)*In|1+2]
_; [92(3-29) +39(2—9) 2+322+23] In| P +x| (34)

+ j I3 -29) +3(2-9) 2] ma},

14 Bei den numerischen Rechnungen nehmen wir eine solche Anpassung nicht vor, sondern untersuchen direkt die Abhangig-

keit der Eigenwerte von der Geistermasse.
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wobei z = g¢*/%*> und ¥ =m?/x* gesetzt wurde. Die regularisierten Integralgleichungen (16) lauten dann

P (p) = — L Rx(p+ N (p— $Duglp+ 30 f(p— Y I,m)

(2 7)

(35)

(8 Re* A My (1, m) [ D9 (q) dq+ (43) [ Me(p— g, m) DX (q) d*q] .

Wir legen diese Gleichungen unseren weiteren Rech-
nungen zugrunde. Der Bereich, in dem die Geister-
masse m variiert werden darf, wird durch die Nu-
kleonenrechnung eingeschrinkt, da zu jedem m ein
zugehdriges [» existieren mufl. Wir diskutieren

dies ausfiihrlich in § 7.

§ 5. Symmetrieforderungen

Zur Untersuchung der in (35) auftretenden Me-
soneneigenzustinde ist es notig, die zugehorigen
Mesonenwellenfunktionen in ihren Symmetrieeigen-
schaften zu charakterisieren. Wir gehen dazu von
der Feldgleichung (2) aus. Diese ist invariant ge-
geniiber der inhomogenen Lorextz-Gruppe, den
Rotationen im Isospinraum und der PG-Transfor-
mation 15, Wendet man die Gl. (2) bei Iterationen
an, so folgt wegen der ebenfalls bestehenden In-
varianz der F- und G-Funktion gegentiiber den an-
gegebenen Transformationen, dal die kontrahierten
Gleichungen dieselben Invarianzen besitzen miissen.
Insbesondere miissen also die Kerne von (9) die
gleichen Invarianzen wie (2) aufweisen. Bei Ein-
fiihrung von Schwerpunktskoordinaten nach (11)
fallt fir die Relativkoordinate z=xz —y die Trans-
lationsgruppe weg, und die Kerne der Integralglei-
chungen in z sind Invarianten gegeniiber der homo-
genen Lorentz-Gruppe, der Isospin-Rotationsgruppe
und der PG-Transformation. Beim Ubergang in den
Impulsraum &ndert sich an diesen Invarianzen natiir-
lich nichts. Da eine jede Invarianz des Kerns einer
Integralgleichung die Vertauschbarkeit der infinitesi-
malen Operatoren der zugehorigen Gruppe mit dem
Kern einschliefit, so folgt daraus, daB mit einer
Wellenfunktion @,.(p) auch die transformierte Wel-
lenfunktion @,'(p) eine Losung der urspriinglichen
Gleichung sein muf}, was zur Definition zusatzlicher
Quantenzahlen fithrt. Im vorliegenden Fall kann
der Spin, der Isospin und die PG-Paritdt dadurch
definiert werden. Zur Definition und Untersuchung
der diese Grolen charakterisierenden Quantenzahlen
beschrankt man sich zweckméafigerweise auf das
Ruhesystem, d. h. man setzt vom Gesamtimpuls die

15 Zur PG-Invarianz siehe die Diskussion in 3.

rdaumlichen Komponenten Null, und nimmt nur
Jo=F 0 an. In diesem speziellen System verbleiben
als Invarianzgruppen nur noch die dreidimensiona-
len Rotationen, die Isospin-Rotationen und die PG-
Transformation. Die rdumlichen Rotationen werden
im Impulsraum durch drei infinitesimale Operatoren

J1(p)s Jep). Js(p) (36)

charakterisiert, die Isospin-Rotationen besitzen eben-
falls in Analogie zu den rdumlichen Rotationen drei
infinitesimale Operatoren

L, I,, I (37)
und die PG-Transformation ist durch
Yo (T,8) = (1309) ug wh (—1,1) (38)

im Feldoperator charakterisiert. Da die Operatoren
(36) untereinander nicht vertauschbar sind und die
Operatoren (37) analoge Eigenschaften aufweisen,
so kann man zur Definition von Quantenzahlen nur
den simultan diagonalisierbaren Satz von Operato-
ren

HE]Oa 327 335 [25 133 PG (39)

verwenden, wobei ? das Skalarprodukt der Opera-
toren (36) usw. bedeutet. Die Wellenfunktionen ¢
aus (8) sollen nun im Ruhsystem nach diesen Quan-
tenzahlen ausreduziert werden. Eine Ausreduktion
der Wellenfunktionen ¢ nach Quantenzahlen von
(39) ist gleichbedeutend mit der Konstruktion ir-
reduzibler Darstellungen zu den Drehgruppen (36),
(37) und zur diskreten Gruppe (38). Hat man
irreduzible Darstellungen, so sind die in (39) auf-
tretenden Operatoren automatisch diagonalisiert
bzw. konnen sofort diagonalisiert werden. Fiir den
vorliegenden Fall verschaffen wir uns diese Darstel-
lungen nicht durch CreBscu—Gorpan-Koeffizienten,
was viel zu kompliziert wire, sondern iiber In-
varianzbetrachtungen.

Wir denken uns dazu ganz allgemein ein rota-
tionsinvariantes dynamisches Problem, das durch
Spinoren oder Tensoren n-ter Stufe beschrieben wer-
den moge. Zu einem bestimmten Energieeigenwert
im Ruhsystem J* existiere ein Satz von Wellenfunk-
tionen 'I’{xm,n (2;...7;) als Losung des Problems,
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wobei »; ...», die spinoriellen bzw. tensoriellen In-
dizes bedeuten mogen, z; ...z; die Raumkoordina-
ten symbolisieren und der Index f von f=1,...,m
lauft, wenn m energetisch entartete Wellenfunktio-
nen vorhanden sind. Bei einer infinitesimalen Rota-
tion um die Achse 11 = (ny ny ng) transformiert sich
dann jede Wellenfunktion durch

P o (2 o)
=[L4ne Iy (2q...2p)] U2 (.. 2x).

Eine solche Transformation einer Wellenfunktion
von einem Bezugssystem in ein anderes Bezugs-
system hat zunichst mit einer Darstellung der Ro-
tationsgruppe noch nichts zu tun. Eine solche Dar-
stellung liegt vielmehr erst dann vor, wenn zusitz-
lich zum Transformationsverhalten (40) Relationen

der Art

(40)

m

P @y .zp) = XD () WO, (2. ..2) (41)
g=1

gelten, wobei D,/(11) eine m-dimensionale Darstel-
lungsmatrix zur Drehung um n ist. LaBit sich (41)
fir beliebige Drehungen verifizieren, so ist dies
gleichbedeutend mit der Aussage: Der Satz

(f=1,...

bildet die Basis einer m-dimensionalen Darstellung
der Drehgruppe. Wie man sieht, hangt die Defini-
tion einer Basis fiir eine Darstellung und deren
Dimension nicht unmittelbar mit dem Tensorgrad
bzw. Spinorgrad der Wellenfunktionen zusammen 6.
Diese Bemerkungen wenden wir auf unsere vorlie-
genden Wellenfunktionen an. Da sich der Isospin
zufolge (8) vollig abspalten 1dft, betrachten wir zu-
erst die Drehimpulsdarstellungen. Im Ruhsystem
sind dies die Funktionen (12). Der Gesamtdreh-
impuls Null, d. h. J%=0, ist mit einer eindimensio-
nalen Darstellung gekoppelt. Es gibt dafiir also nur
eine Funktion ¢Z,(p). Die Darstellungsmatrix
D,/ (n) wird identisch 1.

Die Relation (41) als Bedingung fiir eine Dar-
stellung geht in diesem Fall in

Ti:...vn (1'1 oo xk) B m)

Fan (P) = @i (P) (42)

iiber, wobei ¢, die transformierte Wellenfunktion
ist, in der p’ durch p ersetzt wurde. (42) verlangt

16 Zum Beispiel kann sich ein mehrstufiger Spinor oder Ten-
sor sehr wohl nur als eine eindimensionale Darstellung der
Gruppe, d. h. als Skalar, transformieren. Der Grund fiir
diese Moglichkeit beruht auf der Tatsache, dal die reine
Tensor- bzw. Spinortransformation in (44) im allgemeinen

eine forminvariante Funktion @2, (p). Beriicksichtigt
man, da} ¢ nach (12) auf einer Pauri-Algebra auf-
gespannt wird und dal @.(p) nur aus den Vekto-
ren p. und J. aufgebaut sein kann, weil andere
GroBen aus physikalischen Griinden nicht auftreten
konnen, so sieht man sofort, daf} die eindimensiona-
len Darstellungen nur durch

®sp (p) =04 [Ju 2 (P% pJ) +pufe (P p))] (43)

charakterisiert werden kénnen. f; und f, sind dabei
noch willkiirliche Funktionen der Invarianten p?
und pJ.

Ahnliche Argumente kann man zur Konstruk-
tion von Darstellungen fiir den Gesamtdrehimpuls-
betrag 1 benutzen. Mit ihm sind dreidimensionale
Darstellungen gekoppelt. Als Basis fiir derartige
Darstellungen miissen drei Wellenfunktionen tpifx(p)
mit f=1,2,3 vorhanden sein, welche sich nach
(41) wie

Ao

@ (p) = Dj(m) ¢4 (p) (44)

Il

transformieren lassen miissen, d. h. sich bei Rota-
tionen wie ein raumlicher Dreiervektor transformie-

ren. Offensichtlich ist dann der Ausdruck

3
% (P) = X P93 (p)

(45)
eine Invariante, wenn man unter P; einen willkiir-
lichen, aber konstanten raumlichen Vektor versteht.
Da die ¢ (p) zum gleichen Energiceigenwert ge-
horen sollen, mufl auch (45) eine Losung zum be-
treffenden Eigenwert sein. Man erkennt auch leicht,
daB die Linearkombination (45) J? diagonalisiert.
J; dagegen bleibt unbestimmt. Dies hat aber keine
Bedeutung, da nur der Gesamtbetrag des Dreh-
impulses, nicht aber seine Projektion auf eine be-
stimmte Richtung fiir den vorliegenden Fall wesent-
lich ist. Die Verwendung der Linearkombination
(45) zur Darstellung eines Gesamtdrehimpulsbetra-
ges 1 ist demnach zulassig. Beachtet man, da} im
Ruhsystem J P =0 ist, so erhilt man fiir % (p) so-
fort die Darstellung

%3 (p) =04s [Puhi*(p%, pJ) +pu(Pp) ho* (% pJ)
+1u(Pp) hg*(p%, pJ) + euinw PP J* P” h*]  (46)

zu keiner irreduziblen Darstellung gehort, so daf} ein Ten-
sor bzw. Spinor n-ter Stufe in mehrere irreduzible Darstel-
lungen zerspalten werden kann, wie dies aus der Gruppen-
theorie allgemein bekannt ist.
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unter Verwendung analoger Invarianzargumente
wie bei (47). hy bis hy sind noch willkiirliche Funk-
tionen der Invarianten p? und p J. Diese Funktionen
werden erst durch die Dynamik festgelegt. Mit (43)
und (46) hat man die maximal mogliche Informa-
tion fiir den Drehimpuls erreicht.

Die Isospin-Darstellungen werden durch die Kom-
bination

q;w (P) = 62)( Q/);O (P) Eagz Ql 45#0 (P) ’
7.,in (P) Eagn ¢/)Al (P) Eag,{ Ql ¢/tl (P)

erreicht, wobei fiir Vierervektoren (* mit rein raum-
lichen Komponenten, d.h. Q° = 0, Isospin-1-Dar-
stellungen entstehen, fiir rein zeitliche Q*, d.h.
Q% =0, (rdumlich) dagegen Isospin-Null-Darstel-
lungen. Die Ansitze (47) sind mit den Integralglei-
chungen (16) vertraglich.

Die PG-Transformation bringt eine weitere Ein-
schriankung. Zufolge der PG-Invarianz von (2) muf}

(PG)|a) =pa|a) (48)

gelten, wobei p, der Eigenwert von |a) ist. Daraus
folgt fiir das Matrixelement die Relation

(0] Tw(z) v*(y)|a) (49)
—pa(0| T(PG) (2) (PG) ~1(PG) y* (3) (PG) ~*|a) ,

woraus unter Einfiihrung von Schwerpunktskoordi-
naten und Aufspannen auf die Spin-Isospin-Algebra
im Impulsraum die Bedingung

573Dy (D, o) = — pa 0 T, Pl (P, — po) (30)

wird. Wegen des verschiedenartigen Verhaltens von
raumlichen und zeitlichen Komponenten ist sie nur
im Ruhsystem erfiillbar. Zerlegt man sodann @, (p)
in einen symmetrischen und einen antisymmetri-
schen Anteil in bezug auf eine Totalspiegelung, d. h.
setzt man

(47)

D}, (p) = 3 [Sh(p) + 4 (p)] (51)
mit A (p) =D} (p) — D}.(—p) (52)
und Si(p) =D (p) + DL (—p). (53)

so kann (50) als eine zusitzliche Bedingung fiir
(43) und (46) formuliert werden. Indem man

P
7 (P) =~ 5

L) Ut Mu(J,m) [ S® (q) dig+ () [ ME(p—g,m) S (g) diq]
B o(Ziyesmn (p+ Y D)a(p— 3 Duglp+ D) fp— ¥, m) [ Me(p—g,m) AW (q) diq(3),

NCEL

A} (p) und SZi(p) entsprechend (43) und (46) fur
die Spin-Null- und Spin-1-Darstellung aus Invarian-
ten aufbaut, erhalt man fir das Quantenzahlen-
schema (| J|/»y empirische Werte)

VU311l pa | 1T |fen
n | 0 0 -1 058
x 0 1 1| 0147 (54)
w 1 0 1 0,82
e | 1 | 1 [-1] 018
die einschrankenden Bedingungen
Af;,., = A,’;n =0, (55)

wogegen die antisymmetrischen Anteile der Vektor-
mesonen $ 0 sind. Diese Unterscheidung zwischen
skalaren Mesonen und Vektormesonen werden wir
im folgenden bei der Ableitung der Eigenwertbedin-
gung benutzen.

§ 6. Eigenwertgleichungen und Eigenwerte

Die Eigenwertgleichung des Systems (35) wird
durch die Formel (28) geliefert. Eine exakte Aus-
wertung dieser unendlichen Reihe ist unmoglich.
Man mull daher sukzessiv die unendliche Reihe
durch endlich viele Glieder approximieren. Wie je-
doch bereits am Schluf} des § 3 erwihnt wurde, er-
zwingt eine derartige niherungsweise Auswertung
von (28) eine Ausreduktion der Losungen nach
Symmetrieklassen, da es auller den Symmetrieklas-
sen der Wellenfunktionen keine Mittel gibt, bei
niherungsweiser Berechnung der Eigenwerte ihre
gruppentheoretische Ordnung anzugeben. Im voran-
gehenden Paragraphen wurden die Hilfsmittel fir
eine solche Ausreduktion diskutiert. Als ersten
Schritt zerlegen wir nach § 5 die Gln. (35) in die
in (52) und (53) definierten symmetrischen und
antisymmetrischen Anteile, indem wir fiir @7 (p)
die total in p und ¢ gespiegelte Gleichung bilden
und durch Addition bzw. Subtraktion von (35)
Gleichungen fiir S, und A}, erhalten. Diese haben
die Gestalt

B U+ §Da(p— D eglp+ $0) f(p— 11 m)

(56)
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AP )= B (e s b+ D (b= L Drgp+ 1)) fip— 4 Jm)
L Vet Ma(l,m) [SP q) g+ () [ (p—gq.m) SO (g) g (57)
— s U (p 1 D)a (0= 1 D)eg(p+ 10) fp— 4 1.m) (8) [ M (p—g.m) A () d¥g.
wobei U} durch Usung=Rekxgticenns (58)

definiert ist. Zufolge der Isospin-Darstellung (47) kann man die ,,raumlichen® Isospin-Komponenten Sf
und A% direkt mit Isospin-1-Darstellungen, die ,zeitlichen“ Isospin-Komponenten S und A direkt mit
Isospin-Null-Darstellungen identifizieren.

Im allgemeinen Fall miiiten nun die Gln. (56) und (57) direkt auf die relativistischen Gesamtdreh-
impuls-Darstellungen ausreduziert werden, welche fiir Spin-Null- und fiir Spin-1-Teilchen explizit in § 5
angegeben wurden. Dies fithrt auf Integraltypen, die z.Zt. noch nicht ausgewertet werden konnen. Wir
zeigen nun aber, da} die Spin-Null-Darstellungen hierbei eine Ausnahme bilden, die eine direkte Auswer-
tung der tensoriellen Gln. (56) und (57) zulaBt. Dazu bemerken wir, daB8 nach (55) fiir die Spin-Null-
Teilchen der antisymmetrische Anteil identisch Null sein muf. Setzt man in (57) aber 4. = 0, so folgt,
daB zur Erfiillung der Gl. (57) der Kopplungsterm in S, ebenfalls identisch verschwinden muf}, obwohl
S.=0 ist. Durch Vergleich mit den Wellenfunktionen (43) und (46) ergibt sich sofort, da} zufolge der
speziellen funktionalen Form dieser Kopplungsterm nur fiir Spin-Null-Teilchen verschwindet. Die Losung
A. = 0 liefert daher automatisch nur die Spin-Null-Teilchen. Die Integralgln. (56) und (57) reduzieren

sich deshalb fir das #- und das 7-Meson auf
(2)(p) = —
S, (p) (2 )s
[(36) Ugtlu Mol J m) fS

Fiir diese Gleichungen kann man nun die Formel
(28) naherungsweise auswerten. In erster Naherung

kann man z. B. die Nullstellen der Gleichung

dy(J?) +d,(J?) =0 (60)
aufsuchen, und alle weiteren d,,(/?) wegen der ab-
soluten Konvergenz von (28) fir alle J? als =0
betrachten. Unter Beriicksichtigung der Darstellung

der d,,(J?) nach der FrepnoLm-Theorie fiihrt dies
auf die Gleichung

1— [ Ki(p,p,J) d'p=0, (61)
was speziell fir (59) die Bedingungen
1+ (2 )g UauxﬂMax(] m) (62)

[ (3) Uehr, Mo (], m) + (33) M3 (0, m) ghl=0

ergibt. Obere Zahlen in den Klammern gelten fiir
das 7-Meson, untere Zahlen fiir das z-Meson. Die
darin auftretenden Funktionen sind nach (32) ex-
plizit bekannt. (61) la6t sich daher direkt auswer-
ten.

Die Losungen der Sidkulargleichungen (62) sind
in den folgenden Abbildungen eingetragen. Als
Parameter benutzen wir dabei die Regularisierungs-

Usts (p+3)a(p— $Dxglp+ 1) f(p— 3%

)(q) g+ (83) [ Me(p—q,m) S

J,m)

) (q) diq] . (59)

masse m der Geister. Aus der Nukleonenrechnung
folgt, dal nicht beliebig grole m-Werte zugelassen
sind. Vielmehr hat die Nukleoneneigenwertgleichung
nur im Intervall 0 <m/xyx <0,22 reelle Losungen,
so dal wegen der Abhingigkeit der Eigenwertglei-
chungen (62) von [y auch die Mesonenrechnungen
auf dieses Intervall beschrankt werden miissen. Aus
anderen Uberlegungen 1dBt sich vermuten, daB die
Regularisierungsmasse m der Elektronenmasse oder
der u-Mesonenmasse oder einem Mittelwert von bei-
den gleichgesetzt werden sollte. Es wiirde also ge-
niigen, ein m/#y der Groflenordnung 103 bis 107!
zu verwenden. Wir untersuchen hier die Eigenwerte
1072 < m/xx <1071, um eine zu
starke Anndherung an die divergenten Integrale fir
m =0 zu vermeiden. Wie man aus den Abbildungen
erkennt, erhilt man in der Umgebung von m/xy =
2:1072 eine besonders gute Anpassung an die ex-
perimentellen Werte. Zum Vergleich tragen wir in
den Abbildungen 1 bis 3 die exakt berechneten
Mesonenmassen der niedrigsten Néherung auf .
Da, wie man sieht, in der niedrigsten Naherung die
Eigenwerte mit steigenden m/xy ebenfalls ansteigen,
so ergibt sich, dal}, abgesehen vom Problem der

im Intervall
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Abb. 1 bis 3. Als Abszisse ist das Verhiltnis der Geistermasse m zur Nukleonenmasse xy aufgetragen, als Ordinate das Ver-
héltnis der Mesonenmasse » zur Nukleonenmasse xy . Die geraden Linien sind die zum Vergleich aufgetragenen experimen-
tellen Werte, die mit %y und ap bezeichneten Linien die berechneten Werte fiir die Massenverhéltnisse des %-Mesons und
des 7-Mesons zum Nukleon als Funktion von m/xy . Der Wert von [ xy stammt aus der Nukleonenrechnung und sollte eigent-
lich in Abhingigkeit von m/xy variieren. Der Einfachheit halber wurden aber nur die drei Parameterwerte [ xx=5, 6, 7

ausgewihlt, die das Variationsintervall von In xN im betrachteten m/xx-Intervall abgrenzen. Zum Vergleich sind die mit 7y,

0

und a1, bezeichneten exakten Eigenwerte der niedrigsten Naherung eingetragen. Die Rechnung laft sich nicht fiir beliebige
Geistermassen m durchfithren, sondern bricht in Abhangigkeit von [ %N bei endlichem m ab, wie die Linien zeigen.
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£
2
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g N
g gM%‘,
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s

0 002 004 006 008 OF

m/xN —_—

Abb. 4. Das Massenverhiltnis des 7-Mesons zum 7-Meson in
Abhingigkeit von m/xy . Die gerade Linie gibt den experi-
mentellen Wert.

Approximationsgiite, die zweite Ndherung eine Ver-
besserung der Masseneigenwerte bewirkt. Diese Ver-
besserung ist eine Folge der Mitberiicksichtigung
des nichtlokalen Graphen. Stellt man namlich die
Integralgleichung der niedrigsten Naherung durch
einmalige Iteration von 2 in 7(z|y) und nachfol-
gende Kontraktion auf, so entsteht aus ihr der

Kontaktgraph in (9), wenn man von ¢ =K ¢ zu
@ =K?¢ tubergeht. Die Gl. (9) ist daher mit der
Eigenwertgleichung der niedrigsten Ndherung iden-
tisch, wenn man den nichtlokalen Graph weglaf3t.
In diesem Sinne bildet daher der nichtlokale Graph
eine Korrektur der ersten Naherung, und man sieht,
daf} in der zweiten Naherung diese Korrektur zu
einer physikalisch sinnvollen Abanderung der Eigen-
werte fithrt. Insbesondere wird der Eigenwert fiir
das 7-Meson wesentlich verbessert. Der Kontakt-
graph bietet iiberdies eine Maoglichkeit, die Appro-
ximationsgiite der FrepnorLm-Theorie in der Néahe-
rung (61) zu priifen, da fiir diesen Graph neben der
Néherung (61) auch die exakte Losung angegeben
werden kann. Die Rechnung zeigt, dall man dabei
in der Naherung (61) bereits die exakten Eigen-
werte erhilt. Doch sollen diese Probleme der Nihe-
rungsmethode ebenso wie die Spin-1-Mesonen in
weiteren Arbeiten untersucht werden.

Herrn Prof. Dr. W. Hrisensere danken wir auf das
Beste fiir eine kritische Durchsicht und mehrfache Dis-
kussion der Arbeit. Ebenso danken wir Herrn Dr. H. P.
Dirr fiir das der Problemstellung entgegengebrachte
freundliche Interesse.



